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제1장 통계적 방법
 고전역학 : 주어진 조건에서 개별 입자의 운동을 기술
 다입자계 연구 : 통계역학, 고에너지물리 영역 밖에서 가장 활발한 현대물리 연구 분야.(?!)
 다입자계 : 기체, 액체, 고체, 전자기복사(photons), 플라스마
 원자, 분자들로 이루어진 다 입자계. 양자역학의 세계
 전자기력이 지배하는 셰계 : 중력, 핵력 등은 고려의 대상이 아님

 다입자계의 기술에 고전역학은 적절한가?
 입자의 성질과 입자간의 상호작용을 모두 알면 원칙적으로 가능
 운동방정식은 시간반전( → )에 대해 동일한 형태

  


  

 




 다입자계에는 시간반전에 대해 대칭적이지 않은 현상이 무수히 많음
보기 : 기체의 확산, 엎질러진 물,...

 또한 많은 입자가 특정한 규칙으로 계를 이룸으로써 전혀 예상치 못한 새로운 현상이 
나타나기도 함
보기 : 특정분자의 결합은 성장, 분열의 생명현상을 일으킴

 다입자계를 이해하고 기술하며 예측하는 새로운 물리법칙이 필요
 고전적 열역학(classical thermodynamics)
 평형상태 : 거시적 변수(체적, 온도, 압력, 열전도도)들이 시간에 따라 변하지 않는 상태
 거시적 변수간의 현상학적 관계
 최소한의 가설로부터 법칙을 이끌어 냄
 적용범위, 이해의 폭이 제한적

 통계역학
 평형상태
 계를 구성하는 입자들의 미시적 성질과 상호작용으로부터 법칙을 유도
 열역학 법칙을 설명
 이해의 폭과 범위를 확장

 열역학의 역사
 Rumford(1798)와 Davy(1799) : 열은 역학적 에너지의 한 형태임을 제안
 Mayer(1842) : 위의 제안을 과학적으로 논의
 Joule(1843-1849) : 위의 주장을 실험적으로 입증
 Carnot(1824) : 최초로 열기관을 분석
 Clausius and Kelvin(1850), Gibbs(1876-1878) : 열역학 이론을 창시하고 발전시킴

 거시적 문제에 대한 미시적 접근의 발전
 희박한 기체에 대한 운동이론(kinetic theory)의 연구로부터
 Clausius, Maxwell, Boltzmann
 Maxwell(1859) ; 기체분자의 속도분포
 Boltzmann(1872) ; Boltzmann 방정식
 Chapman, Enskog(1916-1917) : 기체운동론의 현대적 형태를 완성
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 통계역학
 Boltzmann(1872) : 기본적인 미시적 해석을 통해 비가역과정으로부터 평형상태로의 접

근을 증명하여 통계역학을 더욱 일반적인 수준으로 끌어올림
 Gibbs((1902) : 통계역학 이론의 보편성과 강력함을 배가시킴
 양자역학의 등장으로 양자통계역학으로 발전

1.1 통계의 기본 개념과 보기
Ensemble : 많은 수의 동일한 조건을 갖춘 계의 집합

보기 : 아주 여러 번 주사위 던지기 = 많은 수의 주사위를 한꺼번에 던지기(Ensemble)
멋대로 걷기(1차원)

 : 한 걸음의 거리
 : 오른쪽으로 갈 확률
   : 왼쪽으로 갈 확률

문제 : 걸음 후 위치가 일 확률은?
 유사한 물리적 상황 : N개의 원자의 스핀과 물체의 알짜 자기모멘트, 주어진 기체분자

의 N번 충돌후의 위치, N개의 비 간섭성 광원에 의한 빛의 세기
1.2 1차원 멋대로 걷기

  

  ≤ ≤ 

   걸음 후 입자의 위치가 일 확률
 : 오른쪽 걸음 횟수
 : 왼 걸음 횟수

    

               

   : 걸음에서 오른 걸음이 번일 확률
각각의 걸음이 독립적이면 각 시행의 확률은 곱해짐
(보충설명)

오른 걸음 다음 오른 걸음일 확률=⋅  
한 걸음에서 오른 걸음이거나 왼 걸음일 확률 =  

  ∝



번에서 을 선택하는 방법의 수 


(보기)   
     인 경우 ;     

     인 경우 ;  
  
  
  






 

     인 경우 ;  
  
  
  






 
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     인 경우 ;     

따라서    




  

   
 



 


      (binomial expansion)

    

  

    


 이므로 

   


     

    
이면

   
 

 


[Example]

     
 and   

            or 
      


 

 

 


     
 and   

  :  을 중심인 종 모양의 곡선, [Fig 1.2.3]
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 이 매우 크면 : 원점에서 벗어날 확률은 매우 적고 원점 근방의 확률이 거의 대부분
이다.
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1.3 평균값
 : M개의 서로 다른 값을 갖는 변수   ⋯  

각 값을 가질 확률 :      ⋯ 

평균값 ≡

 






 



 

보다 일반적으로   일 때

≡


 






 





 확률의 규격화


 



       : normalization condition

 평균

 
 





  
 



   
 



 
 





혹은
  

  const 이면
 

 분산
≡ 


    

 평균에 대한 의 2차 모멘트(second moment of u about its mean)
 
 

  




   


  


 변수가 평균값으로부터 벗어나는 정도의 척도

≥ 



 표준편차(standard deviation)

      
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1.4 멋대로 걷기의 평균

   




  

규격화


 



 
 



 


  

     ∵   

 의 평균값

 
 



  
 



⋅ 


  

  

을 이용하여

  
 



 




  

 
 
 



 


  

 

   ⋅   

  ∵   

 

    

 

  

if    then  
 분산의 계산


 




 

  



  
 



 


  

  
 


 

 


  이므로


  

 



 
 

 


  

 
 




  



 
 

  

 
 



 

 
     

             

    인 경우
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→     



 

    

→            
    

∴                       (1-4-9)

∗  




             : 표준편차



∗





 


 : 분포의 상대적 폭(relative width of distribution)



∗


 for     


 이 클수록 상대적인 편차는 감소
의 계산

 

      
    

 
 

    이면 
 

[Example]        


    






 
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1.5 N이 큰 경우의 확률분포
    분포가 최대인 인 값
근처에서 ≫∣   ∣이면 

→는 연속변수 (연속 변수로 간주 가능)의 연속함수로 간주할 수 있다.
   가 최대인 위치의 조건은




∣   or 

 ln∣  
 ln를 고려하는 이유 ; ln가보다 느리게 변하는 함수이므로 멱급수전개

에서 의 경우보다 적은 항의 고려만으로 충분하기 때문
Taylor 전개
 
  

근처에서 에 대한 전개
ln  ln 




  ⋯

  

 ln 




∣     ;  (최대의 조건에 의해)

  



 ln∣
최대에서    이므로

ln≃ ln 
∣∣

 ≃


 

∣∣


 

∣∣       Gaussian    (1·5·7)
상수의 결정

※

  




  

ln  ln ln  ln     ln    ln
i f  ≫  then    ≪  thus 의 변화는 연속적


 ln≃

ln   ln
 ln

 
 ln  ≃ ln

※Stirling Formula
i f ≫  then ln≃ ln 

 ln≃


 ln   ln    ln



 ln ln  ln     ln ln
 ln

 
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ln
 

  이므로



 
  →  



 


※



 ln ln  ln     ln ln

 



 ln





  


 








따라서 은

 


 






 i e   
※
의 규격화






   

가  근처에서만 유한한 값을 갖고 이외의 값에서는 0이라면


  



 ≃
∞

∞

 

  → ±∞는 실질적인 기여가 없음


∞

∞

 
∞

∞


 








  

∴ 



결과적으로

  
 



exp


  

 




 



 



exp








 


 



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1.6  가우스 확률분포

 
  

 



exp
       (1.6.1)

    

    


 

 

 

     이므로    

※확률의 위치 에 대한 함수
  

 이 매우 크면   은 매우 작으므로 를 연속변수로 간주할 수 있음
 고체내의 원자의 확산 : ∼  cm
 실험실 측정의 거시적 scale : ∼m   cm

걸음 후 입자의 위치가 ∼  에 있을 확률은?
 구간에 있는 의 가지수     

가 크지 않으면  구간에 있을 확률은  으로 근사 가능
따라서 ∼ 구간에 입자가 있을 확률 ∼ 


 에 비례

𝒫 ≡ 


 𝒫   확률밀도  𝒫  가 확률이므로 𝒫 의 단위는  )
확률밀도

식(1.6.1)을 의 함수로 쓰면

𝒫   



     𝒫 는 가우스형태의 확률분포

≡  

≡  

규격화


∞

∞

𝒫   

 
∞

∞


   

 

   
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의 평균값

 
∞

∞

𝒫   

 
∞

∞


   

 

 
∞

∞

 




     

          →    

분산

 


 


  

   

     

 

 






 

 






 



 




   


 

   

 

1.7 다변수의 확률분포
2변수의 경우

  ⋯    ⋯

         일 확률

규격화  ;  
 




 



    

   
 



  

    
 



  
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
 



   
 

 



 



 



 

확률적 독립
와 가 서로에게 영향을 미치지 않는 경우
가 어떤 값을 갖는가가 와 상관이 없음 
두 변수가 독립일 때

       

<평균값>

 









     






   


 

  

 




    



1.8 연속확률분포에 대한 제언
  구간      에서의 연속변수
변수가 ∼ 에 있을 확률
  매우 작으나 크기가 정해지지 않으면 확률 ∝ 

→ 확률  𝒫   𝒫 는 확률밀도
불연속 변수로 기술

구간     를 매우 작은 등간격 로 분할 ( ≪ )
각각의 구간에서  값에 번호를 매겨 로 표시

     

  변수가 ∼   에 있을 확률
 𝒫 




  

𝒫   변수가 ∼ 에 있을 확률

규격화 조건   



𝒫   

 함수의 평균
   의 연속함수
함수 ∼ 구간의 평균값 기여분 = 𝒫 

함수 전체의 구간 평균값  



𝒫 

다변수일 때 (편의상 2 변수 고려)
𝒫   변수가 ∼  ∼  일 확률
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규격화










𝒫              

함수 의 평균










𝒫 

 변수의 변환
  의 연속함수

문제 ; 𝒫 가 ∼ 일 확률일 때 이에 대응되는 가
∼ 일 확률 는 𝒫 와 어떤 관계인가

  ∼ 값을 갖는 𝒫 의 합
 



𝒫 




 

𝒫 ∣∣
𝒫 ∣∣

 주어진 에 대해 는 유일한 값을 가짐을 가정
아닐 경우

1.9 멋대로 걷기 평균값의 일반적 계산

   번째 걸음의 변위(양수 혹은 음수)
  번째 걸음에서 변위가 ∼   일 확률, 보폭이 일정하지 않음

가정 ; 1. 각 걸음의 확률은 독립



- 15 -

       2. 모든 걸음에서 는 동일한 값
𝒫   걸음후 위치가 ∼ 일 확률

𝒫 의 형태는?
는?
는?

 의 표현

     ⋯   
 





 
⋯
 

 




  는 모든 에 대해 동일하므로
≡ 
⇒  

 의 표현
   



 





  




 ≡   

    





  
≠ 







 

≠ 



각각의 걸음은 독립적이므로 ≠  이면 


  

 
  








   
    ≡     

                (분산)

∗  






∝        (표준편차)
∝

 이 증가하면 ∗  모두 증가하지만
상대적인 표준편차 ∗∝  이 되어

 이 매우 크면 의 분포가 로부터 벗어나는 정도는 아주 작아진다
 큰 분포를 포함하는 통계적 분포의 전형적 특징
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1.10※ 확률분포의 계산
걸음 후 위치가 ∼ 일 확률 𝒫 구하기
   번째 걸음에서 변위가 ∼  일 확률
번 시행할 때, 각각의 걸음은 독립이므로

𝒫  ∝    ⋯  

위치가 ∼ 가 되는 


의 경우를 모두 고려해야 하므로

𝒫  ⋯


  ⋯       (1.10.2)

 


                                      (1.10.3)

식(1.10.3)을 만족하는 경우를 모두 구하는 것은 어려운 문제
※ Dirac delta 함수의 도입

     이면

   








    

      




 otherwise
𝒫  ⋯ ⋯  ⋯  



    (1.10.4)

 식(1.10.3)을 만족하는 의 경우를 찾을 필요가 없음




  
 

∞

∞






   

    ; 식(1.10.4)에 대입

 수리물리교재   
 

𝒫  ⋯∏
  ⋯    

 
   ⋯ 

 
∞

∞

                        (1.10.7)

 모든 에 대해  는 동일하다는 가정
𝒫   

 
∞

∞

 

(보기) 멋대로 걷기 ;   𝒫 의 계산
 : 한 걸음 거리,   : 오른 걸음 확률,  : 왼 걸음 확률

       


∞

∞

      

    



- 17 -

      

 
 



 


 ⋅    

 
 



 


     

𝒫   
 

∞

∞

 

 


     

 
 



 


    

𝒫    when ≠     ⋯

 확률  

 
   

    

𝒫   


  

1.11※ N이 클 때의 확률분포
식(1.10.7)의   가 큰 값일수록 에 대해 빠르게 진동
 에서 이 증가할 수록   는 큰 값에 대해 빠르게 감소

(보충설명)
       에서 는 완만히 변화
 





≈

가 큰 값이면 는 빠르게 진동하므로 

≪∣ ∣ 이면

 ≃                (설명 끝)

가 큰 값 영역의 기여도가 작으므로 주된 기여는 작은  영역이 담당
Taylor 전개


∞

∞

 
∞

∞

   

 ⋯

   



⋯


 

ln   ln   ln   
 
 ⋯

   
 
  


 ⋯

   

 

 


⋯

   
 ⋯

 ≃ 
 



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𝒫   
 

∞

∞

  

 
 

∞

∞


     








   

 ≡  ≡

가 어떤 꼴이든 
① 각 걸음이 독립이고 ② 가 증가하면 는 충분히 빠르게 감소하며
③ 이 매우 큰 수이면 확률분포는 Gaussian으로 주어짐
④ 자연에서 다입자로 이루어진 무수히 많은 현상은 Gaussian distribution을 따름
𝒫 ⋅  

𝒫   

  


